
415

Mathematics and Informatics Volume 58, Number 4, 2015 ��������	�
�
���
�����	�

�����������
����������
�
����!
"���#��
��$�
#
%��

��������	
�����
���
��������
��
���������

����	��
�����

1��������������2������ ��� !��
&'�()�
*+�#�-�
.

!�(���$
"���
�
�����(�

/3�$��+�(	�
	
#�6
7

9
"�+



��"#��������	
�����
���������
�	��	�������������
��������������
�����	���

���	����	
	��	��	����
����������

:��;�<�=>�������� ��!"��!��#$� ��!$�% ��&'(

)��	�?@A�������*������
������������+���,��
���B��	������C�������	������
��

���
��
����	��
�	��
��@A��CA���?@��-	�����*����	�
���	�F��
��	����	
	��	�?@A��

��

�������.�����/0�����
��
���	��
��@A��CA���?@G
�������
+��A1�2�?F���@A��

@1�2�@F���CA���C1�2�AF���?@��3����	
��
��������,�
��?@A���A1@1C1��	�����4

���
����� �� ,��
����	��������
�����
�F�� 
�� �
� 
����+	
	��	�5�*	��� �����	�� ���


����
��A6�2�@A���@1C1��@6�2�CA���C1A1���C6�2�7@���A1@1���.	
��	����	���	�	�H�
8����	��������
�����
�*	�?@A���A1@1C19�8:	
�����1;<<9��3����
��A1��@1��C1�������C�

�������.	
��	����	�����	��
��
��	��
����������

���	���	+���J#��
"�
	��"���	�
F����
+��?@A�8=����19�8>��*����?�)�������@61A9��B���������*	�	�����	�	�*	�?@A�
����	�K8O9�����
��,��
���O�������0�	�	��
�F��������
��+����
����
���	����
����
FB �2�@�BL �8=����19�8>��*����?�)�������@61A9�

C�
�	�
���	�8��	�	9��+	����
�	�8�����9����
+������*����������������������

8:	
�����1;<<9��-	
��	�����D���
����	�����
���

�*	����+��
��+�.�0����
��4


����������
���	�F���H����
+��K8O9������3������
���	����*���+�.����E��
��4

����	����0��������	
������*���*�	���+�E
	��	������	+	
	�FGH#�&#IJ#G#KL'�

'M#GNH(7OP�8&'(9��*	��	������	��*��	
������+�
�����������
�	����D/���+�
��

���
�����
����	�����*���Q	
��
�����������+��
�������0����
���D��
���R������4

+��
�
����&'(����/0����
��
��H����H;��	�
���	
	�F����
��
������
+��K8O9�����

�	�	
������	�����	�=��+0���	+��������
�S

���$�%���&'
P
#Q����
H�
�
H;
(�
*(.
��R�

(������+��
(.�Q�

.��"���
H

8=����19S



T�"�
U�
!R�"G
'�(�#��
W��	
"

416

 

T��0�	�1

�
������������
��F����F;��	���	�	
	�H����
��
������
+��K8O9������������4

+��
�
����&'(��	�	
������	�����	�=��+0���	+��������
�S

���$�%���('
P
#X(���
F����F;
#�6��
��
.��"���
FB
�
(�
$���
��+�

(.��%Y
����
(.�Q�

F
�
B
8=����19S

 

T��0�	�@



417

Z"�
(������+��
.
#Q��SSS

U�����
�
D�	��	��
D���.�+������	�
�������	*	�����8>��*����?�)�������@61A9��

F���O�
��������	
��F���B��)����
	������0�	��H���D�*��	��	
	���	�	�����	��	����	
	�
?@A���*	
��	�������
�������
+��K8O9���������	�	
���B�8:	
�����1;<<9��B����4

�	
����� BFFF � ≡≡≡ ω ��� ∞≡≡≡ �HHH � ω ��U���
��	�����.����������
�������
�	�

����*���.�	
����
	
����������
����-	
��	���4�	
	
���E���������	�	+������ BF ≠
��U������	*�	��
���	�=��+0���	��
�������
�	�E���*���*�	+��D	��,��
��������4

�����	
�����
+���������	
���
����������?@A���	
��A81�6�69��@86�1�69��C86�6�19���

O8x6���6��[69�8x6�V��6�V�[6�2198U	��	����?�W�D	�����1;XY9�

T��0�	�[

�
�
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −−

6

6

6

6
1

@

@1
�

@

@1
�6

x
[

x
�A ��

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −−

6

6

6

6
1

@

@1
�6�

@

@1

�
[

�
x@ � ��

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −−
6�

@

@1
�

@

@1

6

6

6

6
1 [

�
[

xC � 8>��*���� ?�

)�������@61A9��	+��	+����	�	�����	�	+�
�����
��0�	�����
��	���	�	
	�@1C1��3��

*	�������0�	������
��\
2�6��	���	�	
	�@A��������

��������	
��
������	�
���	
	�

A6����������
��	���S� ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−

−
−

−

66

6

66

6
6

@

@1
�

@

@1
�6

[�
[

�[
�A ��U��	�	���������	�����������
+��



T�"�
U�
!R�"G
'�(�#��
W��	
"

418

( ) ( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−

−
−

−

66

6

66

6
6

@

@1
�6�

@

@1

[x
[

x[
x@ ��

( ) ( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−

−
−

−
6�

@

@1
�

@

@1

66

6

66

6
6 �x

�
x�

xC .

3����
���1�8x1���1�[19����@�8x@���@�[@9��������

���	�	��1�@����

���+	�0�	������

819� 6

@@@

111 =
[�x
[�x
[�x

�8U	��	����?�W�D	�����1;XY9�

�
��������	
�
���	�A6��@6��C6���819������������.�	�������	�	
	�H��+	�������
��
0�	������S

8@9����������� ( )( ) ( )( ) ( )( ) 6@1@1@1@1@1@1 666666 =−−+−−+−− [�x�x[x[� .

C�8>��*����?�)�������@61A9������	*	�������
����
�

( )( ) ( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −−−−−
6

66

6

66
6@

@11
�

@11
�1@

x
[x

x
�xxA �

( )( ) ( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −−−−−

6

66
6

6

66
@

@11
�1@�

@11

�
[��

�
x�@ �

( )( ) ( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−−−−−
1@�

@11
�

@11
6

6

66

6

66
@ [

[
�[

[
x[C

��.	
��	�K8O9����	���+�
���������
��
����	�A1��@1���C1����
+���	���	
	�
���	�

( )666 @1�@1�@1 [�xF −−− �8=����19�

�
������
�	
	��	�����	��
�����	�����������������������������
���������,��

8:	
�����1;<<9������	�����
����
��A��2�@A@���A@@��@��2�CA@���AC@����C��2�?@@���@?@�

��.	
����/0����
�	
	�H���	�F����
+��K8O9�8
��	����E���
����������
���	
	�����	�

?@A���A@�@@�C@9� 8=����19��\	
���*���*�	+���������	
�
���	�
����
��A@��@@���C@��

�	+��	+��0�	�����

	��	����D/���+�
�����������	����	��
�

/����0�	�	+������4

���	
��
�������
	�
��
��	�A���@����C����������
����S

( )( )( ) ( )( ) ( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+

−−
−+

−−
−+

−−−−′
1@[

1@1
�

1@[

1@1
�

1@[

11@1

666

666

666

666

666

666

x[�
�[[

x[�
[��

x[�
[�xA �

( )( ) ( )( )( ) ( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+

−−
−+

−−−−
−+

−−′
1@[

1@1
�

1@[

11@1
�

1@[

1@1

666

666

666

666

666

666

�x[
x[[

�x[
x[�

�x[
[xx@ �

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+

−−−
−+

−−
−+

−−′
1@[

11@1
�

1@[

1@1
�

1@[

1@1

666

666

666

666

666

666

[�x
�x[

[�x
x��

[�x
�xxC .



419

Z"�
(������+��
.
#Q��SSS

�
��������	
�
���	�
����
��A���@���C����819������������.�	��������
�	
	�H���+	�

������
��0�	������S

8[9��� ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) 61@1@1@11@1@1@11 666666666 =−−−+−−−+−−− [[�x�x�[x[�x .

C�8>��*����?�)�������@61A9������	*	�������
����
��A[��@[���C[�����
���	���4

+�
���������
��
����	�A��@���C����
+��F����.	
��	��� 8=����19���
������
�	
	�

�	�����	��
�����	�����������������������������
���������,��8:	
�����1;<<9�

�����	�����
����
��A���2�@1C1���@[C[��@���2�C1A1���C[A[���C���2�A1@1���A[@[���.	
�

���/0����
�	
	�H;��	�F����
+����8
��	����E���
����������
���	
	�����	�A1@1C1��

��A[@[C[9�8=����19�

\	
�� �*���*�	+�� �������	
�
�� �	� 
����
��A1��@1��C1��A[��@[� ��C[�� �	+��	+��

0�	�����

	��	����D/���+�
�����������	����	��
�

/����0�	�	+���������	
��
��

�����
	�
��
��	�A����@�����C�����������
����S
( )( )

( )
( )( )

( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−
−−

−
−−−′′

66

66

66

666

@

@11
�

@

@11
�

@

@1

[�
[[

�[
��xA �

( )( )
( )

( )( )
( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−

−−−
−

−−′′
66

666

66

66

@

@11
�

@

@1
�

@

@11

[x
[[�

x[
xx@ �

( )( )
( )

( )( )
( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −
−

−−
−

−−′′
@

@1
�

@

11
�

@

@11 6

66

66

66

66 [
�x

�[�
x�

xxC .

�
��������	
�
���	�
����
��A����@�����C�����819������������.�	��������
�	
	�H;��

�+	�������
��0�	������S

8A9������� ( )( ) ( )( ) ( )( ) 6@1@1@1@1@1@1 666666666 =−−+−−+−− [�x[�x[�x[�x .

B��	��
��������	
�
���	�
����
��A6��@6��A���@���A�����@��������������.�	��������4


���
��
66@A �� @A ′′ ��� @A ′′′′ ��	�������	���������
��	

( )( ) ( )( ) ( )( )( )666666666 @1�@1�@1 �x[x[�[�x −−−−−− .

3��	����	*�	�������	��
��H����H;��	�0����������	�H.
-	��	����	.�+�������	��
��H����H;��	���+�
���������
+��H��E���*���*�	+������

�	*�
�
���
���� �
�
���	� ( )[�x� ′′′′ �� � �����	�	� � �������+

	����

=��+0�	
	S

8Y9�������������
( )( ) ( )( ) ( )( ) @@@

..@

�];�;C;]�]�;�]�

S[;�]x�
�

−−+−−+−−

′+′+′
= �



T�"�
U�
!R�"G
'�(�#��
W��	
"

420

����
�����C������S��	����.���
�����
��
����	��
�	��
��@A��CA��?@�����,�
���	�
�?@A�8U	��	����?�W�D	�����1;XY9�

)��	��
 8������	9�������*����	�
���	��
���	�	
	�H��3��	�	��
�8@9������	�������

�*���������	����
��
��( )( ) ( )( ) ( )( ) 6@1@1@1@1@1@1 666666 =−−+−−+−− νμλ �xx[[� ��

\	
���*�+�+�����������������
���	����
�����
�8[9��8A9���8Y9�������0�	�	������	*4

�
�
��

	��
��������	��
��H����H;��	��	�����	

( )( ) ( )( ) ( )( )
δ

νμλ 666666666 @1@1@1@1@1@1 �x[x[�[�x −−+−−+−−
�

����
�

( )( )( )( )
( )( )( )( ) ( )( )( )( ) .@1@1@1@1

@1@1

@

666666

@

666666

@

666666

��[x[�xCx�[�x[
�[x�x[�

−−−−+−−−−+

+−−−−=δ

3����	
����������*����	�
���	��
�H��
��
��	����	*�	���+�
������

	��	����
4
��
��H����H;����
+��H��B�
��	������
���1����	���������	*	���

U��+��	�	+�� ��+� ���	*	
���
��
�� �	� �����
��� @�� -	� ,��
	� E�� �*���*4

�	+��� ��� ������
� �	� ���	� ��	�	� ���
+�� �	����� �������� �������� �� �DE	4


	� 
���	� �	� ���
��
�� �	� ������� 
����� �
� 
	*�� ��	�	� 8:	
����� 1;<<9�� )��	�A�6��
@�6� ��C�6� � �	���������
�� 
����� ���
��
����	�A6��@6� ��C6� ��K8O9���
�0�	������
��

�8>��*����?�)�������@61A9�����	4

�	�����	�	+�
�����
��0�	�����
��	���	��
��A6��@6���C6��������
+�

( ) ( )( ) ( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+

−−
−+

−−
−+

−′
@[X

1@
�

@[X

1@
�

@[X

1@

666

666

666

666

666

66
6 x[�

[�[
x[�

�[�
x[�

xxA �

( )( ) ( ) ( )( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+

−−
−+

−
−+

−−′
@[X

1@
�

@[X

1@
�

@[X

1@

666

666

666

66

666

666
6 �x[

[x[
�x[

��
�x[

x[x@ �

( )( ) ( )( ) ( )
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+

−
−+

−−
−+

−−′
@[X

1@
�

@[X

1@
�

@[X

1@

666

66

666

666

666

666
6 [�x

[[
[�x

�x�
[�x

x�xC .

\	
���*���*�	+��
�*���������	
����	+��	+��
����
�



421

Z"�
(������+��
.
#Q��SSS

���
���������

����
�	
	��	
?6����
+��K8O9�8=����@9���
����
�

���
���������

����
�	
	��	�@6����
+��K8O9�8=����@9�

U������	
	�
���	�F���	�
�*���������
������������	
����������
	�
����������
�

�	���S

8]9��������������������������
( ) ( ) ( )

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −−−
τττ

@

66

@

66

@

66 @1
�

@1
�

@1 [[��xxF�
�

����
�� ( )( )( )666666 @1@1@1A [�x[�x −−−−=τ .

\	
���*���*�	+��819��
�8]9�����������0�	�	+������
����
��F��B���F����.	
��	�

���	���	�	��C��E���
���	�
�������	*	�����8>��*����?�)�������@61A9���	���E	
	�

��	�	���.����
���	
	�O�8=����1��@��[�9�

T��0�	�A T��0�	�Y

R������+��
�
����&'(����	*�	
��E���������*��������������
�S

���$�%���)'
P
#Q����
��
?6G
@6
�
A6
(.�Q�

K8O9
����"��
(_
�"���

.��!

�
+	���
?1G
@1
�
A1
8=����@9S

5��	*	
���
��
���	�
��	������
���*	����
�	
	��	�A6�������0�	�	��
�819����	4

+�����
����4�	����������	
���	�
����
��CA�6���?@���@?�6���@A��^�	�����������

���	*�	������
���[���*	�
����
��@6���C6.



T�"�
U�
!R�"G
'�(�#��
W��	
"

422

B��	��
�8]9��������
+������
�
���
��Q�����

3���	
	�F�6��������
+���	
��/	�+�������������	
	��	�F�����
+��B���F��-	
��	���
�*�������� ����
�
��	��	����
��������	��������������	
��F�6���������
	�
�

���������
��	���S� �����
���������8]9�����������	4


���������������	
�
�S

8<9����������������������

( ) ( )( )( )[ ]

( ) ( )( )( )[ ]

( ) ( )( )( )[ ]
�

A1@1@1@1

�
A@11@1@1

�
A@1@11@1

6666666

6666666

6666666

τ

τ

τ

[�x[�x[[

[�x[�x��

[�x[�xxx

�

�

�

F

F

F

+−−−−=

+−−−−=

+−−−−=

′

′

′

����
�� ( )( )( )[ ]666666 @1@1@1@ [�x[�x −−−+=τ .

B��	��	��	+���+����
�	
	��	�A6����
+�����3
������������	��
�
����
�

( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+−

−−
−+−

−
−+−

−−∩
666666

66

666666

66

666666

666
111

@@

@1@1
�

@@

@1
�

@@

@1

[xx[[�
[�

[xx[[�
�x

[xx[[�
x�[�C@A �

( )( )
( )

( )( )
( )

( )
( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+−

−
−+−

−−
−+−

−−∩
666666

66

666666

66

666666

666
111

@@

@1
�

@@

@1@1
�

@@

@1

[x�x[�
[x

[x�x[�
[�

[x�x[�
x���@CA �

8=����[9�

�
��������	
�
���	���������
������
�������8<9�����+�E
	��	�819�0�
	���
�	+���

������
�	
	��	�A6�+��	�	����*�F�6��U��	�	���������	����0�
	���
�	+���������
4

��
���	�@6���C6����
+�����E��+��	�	
����*�F�6��B�����	
�����F�6���������
��	�H�
���
+�����3��	��*�	�	�	�����F;
��F�6���*	
��	��������	
�
���	�F;�����*�	*
�	
���8<9�

3���	
	�F����E��
�0�	��������	�������
	������ 8]9���	+�����	
��
���	
	�O����

��.�����/0�����	
	��
�
��
	��
�����:: ( )( )( ) 6@1@1@1A =−−−− [�x\�[ � 8=����A9��	�


���	
	�F;���E��
�0�	��������	�������
	������8<9���	+�����	
��
���	
	�O������.��

���/0�����	
	��
� 
��
	��
����� :: ( )( )( ) 6@1@1@1 =−−−+ [�x\�[ � 8=����Y9��C�
�*��

��0�	���	*���.�	+�����
��
���F������F;��	
��D�*��	��	
	�
���	��	���	�	
	�LF��C�

�����
���0�	��F;
�������	��	��
����	
	�BF���O���.�����/0�H�8=����]9��	�����0��
�`�
F�� ������	��	��
����	
	�BF�������.�����/0�H� 8=����<9��3�*�����,�	������0�	��
�������	�0�	
��������
����
���	*D��	���*	����*�	
	�+�.�0���	+�
�����������
�

D�*��	���������8:	
�����1;<<9�



423

Z"�
(������+��
.
#Q��SSS

T��0�	�] T��0�	�<

T��+	���
��	�	��
��������	*	
���
����	���������
��=	�
��������0�	�	����4

�����	
������*���*�	�819��*	��	�������	.������L
8�9���.�����/0�H�
��������	
��O�

��.�����/0�:�8:9��	��	
������*���*�	
��������	
�
���	�F;���F�������
��
��
����04

�	������	
��O���.���	�:�����:��*	��	�������	.������F;�����F�
�������	��	�BF.
B�
��	������
���@����	���������	*	���

T��0�	�X



T�"�
U�
!R�"G
'�(�#��
W��	
"

424

-	������
	�
�
D�	��	��	*����	+������0�	
���������
����	��
�����*����/���
��

�	��?@A��	�0����������C�
�*����0�	���	*���.�	+��F��	
��D�*��	��	�
���	������4
�����	��
��	��	������
���	��
�	�������
��� F ��C�
�*����0�	����	�
�������	*	���

�� 8>��*����?�)������� @61A9�� ( )666 �� [�xOF ≡ � ( )6666 =++ [�x �� 	� �����
��K8O9� ��

���	��	�	D��������������	��	������
���	����
��	� F �8=����X9��3���	
	� F ���.��

���/0�K8O9������*	
��	�D�*��	��	
	���	�	� ∞� ��	��	����	
	�?@A��	
�������	
���	�

��+�
�*���	�	D����8:	
�����1;<<9������
�	��	�F����
+����
�	��
����
���	�	D����
8:	
�����1;<<9��U���
��	�����.������	�������+�+����� ∞� �����+�
����	��	���D�����

���
+����
�	��D�������	�8��	��	9���	�	��
��D�/+�����0���������	�0�	����	�
�*��

��0�	�����������
���1��R������+��
�
����&'(����	*�	
��������*��������������
��

�����
��S

P
#X(���
F�
�
F;
��
.��"���
H
(_
�"���

(.�Q�

K8O9����
(�
(������+��

(.�Q�

��R�`���_��
B
8=����X9�

5��	*	
���
��
���	�
�*��=	�
�������0�	�	��
�������
���������	
��������
	4

�
��
S

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛

66

@

6

66

@

6

66

@

6

[
�

[
�

[ �x
[

x[
�

[�
xF�

�� ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ +−+−+−
66

@

6

@

6

66

@

6

@

6

66

@

6

@

6

[
�

[
�

[ �x
�x

x[
x[

[�
[�Fω .

3��	������
����	�������������	�0�	����������
���@��
����	
������0�	�����F���
D�*��	��	�
���	�� �8:	
�����1;<<9�

)	��	
����������������
�	������������
���[����*�������������0�	�����F���D�*4
��	��	�
���	�8=����X9�

��	�
�	-
�
>��*�����B��?�C��)������8@61A9���D�DE���
�����
��a/���	��������/�
����+���4

�+�
����
��0���b���	��3�
����+�(	��
�
.��	#�R�g�
�(.�	�g
��������	�G

���
�����	�
�

���!
"���Q��T�
���	
�������#
"
��6R*���
R�
J
��*+�
J

	
������`��S
^�/	����b����B^Tc��[Y�`�YA�

:	
�����^��81;<<9��P�
�	��"��
%�
�����Q��B�=�
S�d)	0�	����*�0�
��F�

U	��	�����>��?�e��W�D	����81;XY9��j���#�6���#��
�
+	�
"
���_%_#��	���B�=�
S�

d)	����	�������
	P�

./0/./34/5
&�"fg %�� '�� ?� h �i"%�� j�� 8@61A9�� Ik"klm� ���� � i"�"��m� i��l�!m li�m� �m "� n�

� "n ����� �� $�"���i������<������=K��
 �
H<�K������
�=H�K��
k���k���K�G
 ��p�<k���K�




425

Z"�
(������+��
.
#Q��SSS

�
 �C<�[�]����S
 qC�<��K
 k���<����]
 k�[�����<����v
 �������v
 K��p�<�������
7�m��� �li��'7op��[Y�`�YA��J��  %�� ^�� 81;<<9�� F<��K��]��
 ���k��<���� '"q�S�

dh�$i�����fi$l�%"F�

(�li�� %��&��?�Nm"k��"%��&��81;XY9��w�C���[�������
����K�
]
���L�L���i���'"q�S�dh��"g���

r�"l% ��F�

679�5:;;/6.<4�=9>?.�><3/5�
?3@�679�A?.;93<4?>>:�493BCD?6/@�=9>/E

?FEGHIJG'� '"n � r�"r ��� l� �� � g l!��k g� "s� r"� l� ��g� r"���� ��� l�� � � ��� g� kt�

! %���l�����m �r��� �"s�����% ��������� �

��=HKL'�5IMI�DHKNOPM��@5J
p��% �l��t�"s�o����! ��u$l�� ll���g�#��� r� � $�lm�r

1��&$l���'���

1]1X�'"q���u$������

#4n���S�l�%����"fg %v�n����!"n

��@H'�QPEPRST�3PTUKM��?EEKJ'�=HKL'
G !m��!���N"�� � �w"% !m

[1��'�xi"�'� %�'���

w"% !m��u$������

#4n���S�%� �i"%vn����k�


