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ДИАГОНАЛНИ ТОЧКОВИ КОНФИГУРАЦИИ. 
ПРАВИЛО  

НА ТРИЪГЪЛНИКА. ИНВАРИАНТИ

Здравко Лалчев, Ирина Вутова
Софийски университет „Св. Климент Охридски“

Резюме. В настоящата разработка е направено специфично продължение 
(с аналитични средства) на идеята за лице и обем от училищния курс по ге-
ометрия. Показано е, че геометричните фигури четириъгълник и октаедър са 
конкретизации на диагонални точкови конфигурации и че инвариантите на 
тези конфигурации са аналози на понятията лице на четириъгълник и обем 
на октаедър. Предложен е единен подход при развитие на концепцията за „ди-
агонални“ инварианти в 2-мерно, 3-мерно, 4-мерно и n-мерно (n > 4) прос-
транство. С цел улесняване на обобщенията и опростяване на доказателствата 
са въведени компактни означения, а също така е изведено и последователно 
прилаганe на „правилото на триъгълника“.

Keywords: n-dimensional space; coordinate; point, vector; diagonal configuration 
of points; determinant; invariant; triangle rule

1. Предварителни бележки
Известно е, че много от стереометричните понятия и твърдения (в това 

число и от училищния курс по геометрия) са „естествени“ пространствени 
обобщения (аналози) на планиметрични понятия и теореми. Поразителната и 
дълбока аналогия „равнина – пространство“ вдъхновява изследователите на 
училищната  математика да търсят и нови, незабелязани досега пространстве-
ни „следи“ в равнината, както и равнинни „продължения“ в пространство-
то. В тази връзка, представлява интерес случаят с добре познатото следствие 
от една от теоремите за лице на триъгълник, а именно: „Лицето на четири-
ъгълника е равно на полупроизведението на дължините на диагоналите на 
четириъгълника и синуса на ъгъла между тях“. Елементарно геометричната 
формулировка на следствието не „подсказва“ стереометричния „аналог“ на 
четириъгълника и прави неясна неговата „трансформация“ в пространството. 
През деветдесетте години на ХХ век един от авторите на настоящото изслед-
ване, преподавател по математика в Софийския университет „Св. Климент 
Охридски“ (тогава асистент, по-късно професор) Здравко Лалчев открива 
пространствен „модел“ на четириъгълника и достига до стереометричен ана-
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лог на планиметричната теорема, посочена по-горе. И по-конкретно, след 
като прилага аналитикогеометричен подход, използвайки инструментариума 
на векторната алгебра, той формулира и доказва теоремата: „Обемът на окта-
едъра е равен на обема на тетраедър, определен от векторите по диагоналите 
на октаедъра“ (Λαλτσεϕ, 1993). Последната теорема е пространствено обоб-
щение на теоремата за лице на четириъгълник („Лицето на четириъгълни-
ка е равно на лицето на триъгълник, определен от векторите по диагоналите 
на четириъгълника“). Теоремата за октаедъра е публикувана за първи път в 
гръцкото математико-дидактическо списание „ΔΙΑΣΤΑΣΗ“ през 1993 г. в ста-
тия, озаглавена Αναγωγη πολυεδρων („Редукция на многостени“). Сегашната 
разработка е идейно продължение на цитираната статия за октаедъра и може 
да се разглежда като един „любопитен“ геометричен поглед (с елементарни 
линейноалгебрични средства) към пространства с повече от три измерения.

2. Двумерно пространство
2.1. Детерминанта на наредена двойка вектори. Лема
Нека в равнината (2-мерно пространство) е въведена афинна координатна 

система.
Нека a1, a2са два вектора с координати съответно:

= ( , ),
= ( , ).

Да въведем следните означения:

 = ,  = .

Детерминантите  и  ще наричаме детерминанти съответно на на-
редените двойки вектори ( , ) и ( , ).

Тъй като два обекта могат да бъдат наредени по 2! начина, то с двойката 
вектори , можем да свържем 2 детерминанти от втори ред. Въпрос-
ните детерминанти се получават една от друга чрез разместване на редове и 
техните абсолютни стойности са равни.

Нека отбележим и някои непосредствени следствия от въведените опреде-
ление и означения.

1) При размяна местата на два вектора детерминантата променя своя 
„знак“, т.е. 

.

2) При замяна на един вектор с неговия противоположен детерминантата 
променя своя „знак“, т.е.
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 = – ,  = – ,  = .

Коментар. Известно е, че ако базата на координатната система определя 
триъгълник с лице 1, то детерминантата  на двойката вектори (a1, a2) е равна 
на ориентираното лице на триъгълник с определящи вектори a1, a2 (Gjonov & 
Stoev, 1994).

Лема (правило на триъгълника). Нека A, В, Х са три точки с координати 
съответно: А( , ), B( , ), Х(x1, x2) и c е вектор с координати ( , ). Нека 
векторите , ,  са образувани съответно от наредените двойки точки 
(A, X), (X, B), (A, B). Тогава за детерминатите:

, и ; , и 
са в сила равенствата:

+ = , + = .

(Забележка. Или: – + = ,   – = )

Доказателство

+ =  =

 
= +  =

= = = .

Второто равенство се доказва по същия начин.

2.2. Векторна детерминанта на елементарна точкова конфигурация. 
Инварианта.

За целите на изложението да припомним понятието елементарна точкова 
конфигурация в равнината. И така: нека А1, А2, А3 са 3 точки в равнината 
(2-мерно пространство). Като свържем с отсечка всяка една от точките с ос-
таналите 2 точки, получаваме 3 отсечки: А1А2, А1А3, А2А3. Така получената 
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конфигурация ще наричаме елементарна точкова конфигурация в двумер-
но пространство. Точките А1, А2, А3 ще наричаме върхове, а отсечките А1А2, 
А1А3, А2А3 ще наричаме ръбове на конфигурацията.

Нека в равнината е дадена (елементарна) точкова конфигурация с върхове 
А1, А2, А3, които имат координати съответно:

А1( , ), А2( , ), А3( , ).
Да образуваме векторите A1A2, A1A3. Техните координати са съответно:

A1A2 = ( , ),
A1A3 = ( , ).

Съгласно въведените определение и означения детерминантата на нареде-
ната двойка векори (A1A2, A1A3) има вида:

.

Казано по-кратко: .
Коментар. Известно е, че ако базата на координатната система определя 

триъгълник с лице 1 и А1А2А3 е триъгълник с върхове А1, А2, А3, то детерми-

нантата   на двойката вектори (A1A2, A1A3) е равна на ориентираното 
лице на триъгълник А1А2А3 (Gjonov & Stoev, 1994).

Горните разсъждения ни дават основание да казваме, че детерминантата

 на наредената двойка вектори (A1A2, A1A3) е векторна детерминан-
та на елементарната точкова конфигурация А1А2А3.

Тъй като три обекта могат да бъдат наредени по 3! начина, то с елементар-
ната точкова конфигурация А1А2А3 можем да свържем 6 детерминати от втори  
ред, а именно:

, , , , , .
Да отбележим, че въпросните детерминанти се получават една от друга 

чрез разместване на редове или изнасяне на знака „минус“ по редове и техни-
те абсолютни стойности са равни.

Горните разсъждения ни дават основание абсолютната стойност на която и 

да е от шестте детерминанти , , , , , ) 

да наречем инварианта на (елементарната) точкова конфигурация (А1, А2, А3).
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2.3. Диагонална точкова конфигурация в двумерно пространство. Ин-
варианта. (Теорема за лице на четириъгълник)

В началото на точката ще въведем понятието диагонална точкова конфи-
гурация в двумерно пространство.

Нека в двумерно пространство са дадени четири точки А1, А2, В1, В2, които 
образуват наредена четворка (в посочения ред). В този случай можем да счи-
таме, че е дадена точкова конфигурация с върхове А1, А2, В1, В2.

Нека върховете на конфигурацията А1А2В1В2 са разделени на две двойки 
(А1, B1) и (A2, В2). Точките на всяка от двойките (А1, B1) и (A2, В2) ще нарича-
ме противоположни и всяка отсечка, определена от двойка противополож-
ни върхове, ще наричаме диагонал на конфигурацията. (В случая отсечките 
А1В1 и А2В2 са диагоналите на конфигурацията А1А2В1В2.)

Всеки две точки, които не са противоположни, ще казваме, че са съседни и отсеч-
ката, определена от двойка съседни точки, ще наричаме ръб на конфигурацията. (В 
случая отсечките А1А2, А1В2, В1А2, В1В2 са ръбовете на конфигурацията А1А2В1В2.)

Конфигурация от четири точки (в двумерното пространство) с фиксирани 
диагонали ще наричаме диагонална точкова конфигурация. (В случая на-
редената четворка точки (А1, А2, В1, В2) е диагонална точкова конфигурация  
(с диагонали А1В1 и А2В2).)

Нека А1А2В1В2 е диагонална точкова конфигурация (с диагонали А1В1 и 
А2В2). Да образуваме векторите по диагоналите на конфигурацията А1В1 и А2В2.

Ще въведем и понятието детерминанта на диагоналната точкова конфигу-
рация. И по-конкретно, под детерминанта на диагоналната точкова кон-
фигурация А1А2В1В2 (с диагонали А1В1 и А2В2) ще разбираме детерминанта-

та  на двойката (диагонални) вектори (А1В1, А2В2)
Ще предполагаме, че в двумерното пространство отсечките, определени от 

двойките съседни върхове, „ограждат“ диагоналната точкова конфигурация. 
(В случая отсечките, които „ограждат“ диагоналната конфигурация А1А2В1В2, 
са ръбовете А1А2, А1В2, В1А2, В1В2).

Забележка. В равнината съществува множество от точки, което отговаря на 
определението за диагонална точкова конфигурация. Като пример за такава конн-
фигурация може да служи четириъгълник с върхове А1, А2,В1, В2 и диагонали 
А1В1 и А2В2 (черт. 1).

 
Чертеж 1
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Теорема. Нека в равнината (2-мерно пространство) е дадена афинна коор-
динатна система. Нека точките А1, А2, В1, В2 са върхове на диагонална точкова 
конфигурация с диагонали А1В1,А2В2 и Х е произволна точка. Тогава за детер-
минантите на елементарните точкови конфигурации:

XA1A2, XA1В2, XВ1A2, XВ1В2
и диагоналната точкова конфигурация А1А2В1В2 е в сила равенството:

– – +  = 

Доказателство:

– – +  =

( – ) + (– + ) =

= –  =

=   = 

Коментари
Равенството в теоремата се „конструира“, като се приложи „матричен“ 

принцип за построяване на вариациите от два елемента от втори клас с повто-
рение. По-конкретно:

1) Първите редове на детерминантите от лявата страна на равенството се 
получават, като векторите  и  се запишат последователно по 2 пъти, 
т.е.

.
2) Вторите редове на детерминантите от лявата страна на равенството се 

получават, като векторите и се запишат, редувайки се по 
два пъти, т.е.

.
3) В резултат на действията в първите две точки се достига до детерми-

нантите
.

4) Знаците пред събираемите в алгебричния сбор се определят от броя на 
буквата „В“ в съответната детерминанта. Ако буквата „В“ участва четно число 
пъти, знакът е „+“, ако буквата „В“ участва нечетно число пъти, знакът е „–“.

5) Дясната страна е .
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Нека А1А2В1В2 е четириъгълник (диагонална точкова конфигурация) с вър-
хове А1,А2, В1,В2 и диагонали A1B1, A2B2 (и страни А1А2, А2В1, В1В2, В2А1) и  
Х е произволна точка (черт. 2).

 Чертеж 2

Във връзка с доказаната теорема ще отбележим следното:
1) точката Х разделя четириъгълника А1А2В1В2 на 4 триъгълника (елемен-

тарни точкови конфигурации) XA1A2, XA1B2XB1B2, XB1A2;
2) алгебричният сбор от ориентираните лица на триъгълниците XA1A2, 

XA1B2, XB1B2, XB1A2 не зависи от точката Х и е равен на ориентираното лице 
на триъгълника, определен от векторите A1B1, A2B2 (по диагоналите на чети-
риъгълник А1А2В1В2);

3) тъй като алгебричният сбор от ориентираните лица на триъгълниците 
XA1A2, XA1B2,XB1B2, XB1A2 е равен на ориентираното лице на четириъгълник 
А1А2В1В2, то доказаната теорема означава, че ориентираното лице на четириъ-
гълник А1А2В1В2 е равно на ориентираното лице на триъгълник, определен от 
векторитеA1B1, A2B2 (по диагоналите на четириъгълник А1А2В1В2).

Извод. Теоремата и коментарът в предходните точки ни дават основание 

да кажем, че абсолютната стойност на детерминантата  е инварианта 
на диагоналната точкова конфигурация A1A2B1B2 с диагонали А1В1 и А2В2.
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3. Тримерно пространство
3.1. Детерминанта на наредена тройка вектори. Лема
Нека в пространството (3-мерно пространство) е въведена афинна коорди-

натна система.
Нека , ,  са три вектора с координати съответно:

= ( , , ),
= ( , , ),
= ( , , ).

Да въведем следните означения:

 = ,  = , .......... ,  = .

Детерминантите ,  , ..........,  ще наричаме съответно детерми-

нанти  на наредените тройки вектори ( , , ), , , , ……., ( , 
, ).
Тъй като три обекта могат да бъдат наредени по 3! начина, то с тройката 

вектори , , можем да свържем 6 детерминанти от трети ред. Въпрос-
ните детерминанти се получават една от друга чрез разместване на редове и 
техните абсолютни стойности са равни.

Нека отбележим и някои непосредствени следствия от въведените опреде-
ление и означения.

1) При размяна местата на два вектора детерминантата на системата про-
меня своя „знак“. Например: 

 = – ,    = –  и т.н.

2) При замяна на един вектор с неговия противоположен детерминантата 
на системата променя своя „знак“. Например: 

 = – ,   = – ,   = – , и т.н.

Коментар. Известно е, че ако базата на координатната система опреде-
ля тетраедър с обем 1, то детерминантата на тройката вектори ( , , ) е 
равна на ориентирания обем на тетраедър, с определящи вектори , ,  
(Gjonov & Stoev, 1994).
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Лема (правило на триъгълника). Нека A, B и X са три точки с координати 
съответно: А(  , , , B( , , , Х(x1, x2, x3) и , са два вектора с ко-
ординати съответно ( , , ),( , , ). Нека векторите , ,  
са образувани съответно от наредените двойки точки (A, X), (X, B), (A, B). 
Тогава за детерминантите

, и ; , и ; , и

са в сила равенствата:

 +  = ;  + = ;  + =

Доказателство:

+ =

= + =

= =

= = .

Останалите равенства се доказват по същия начин.
3.2. Векторна детерминанта на елементарна точкова конфигурация. 

Инварианта.
За целите на изложението да припомним понятието елементарна точко-

ва конфигурация в пространството.  И така: Нека А1, А2, А3, А4 са 4 точки в 
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пространството (3-мерно пространство). Като свържем с отсечка всяка една 
от точките с останалите 3 точки, получаваме шест отсечки: А1А2, А1А3, А1А4, 
А2А3, А2А4, А3А4. Така получената конфигурация ще наричаме елементарна 
точкова конфигурация в тримерното пространство. Точките А1, А2, А3, А4 
ще наричаме върхове, а отсечките А1А2, А1А3, А1А4, А2А3, А2А4, А3А4 ще на-
ричаме ръбове на конфигурацията.

Нека в 3-мерно пространство е дадена елементарна точкова конфигурация 
А1А2А3А4 с върхове А1, А2, А3, A4 и координати съответно:

А1( , , ), А2( , , ), А3( , , ), А4( , , ).
Да образуваме векторите A1A2, A1A3, A1A4. Те имат координати съответно:

A1A2 = ( , , ),
A1A3 = ( , , ,
A1A4 = ( , , ).

Съгласно въведените определения и означения детерминантата на тройка-
та вектори  (A1A2, A1A3,A1A4) има вида:

.

Казано по-кратко: 

Последното равенство ни дава основание да кажем, че детерминантата 

 е детерминанта и на (елементарната) точкова конфигурация  А1А2А3А4.

Коментар. Известно е, че ако базата на координатната система определя 
тетраедър с обем 1 и А1А2А3A4 е тетраедар с върхове А1, А2, А3, A4, то детер-

минантата  на тройката (A1A2, A1A3, A1A4) вектори е равна на ориенти-

рания обем на тетраедъра А1А2А3A4 (Gjonov & Stoev, 1994).
Тъй като четири обекта могат да бъдат наредени по 4! начина, то с елемен-

тарната точкова конфигурация А1А2А3А4 можем да свържем 24 детерминанти 
от трети ред, а именно:
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, , ........., .

Да отбележим, че въпросните детерминати се получават една от друга чрез 
разместване на редове или изнасяне на знака  „минус“ по редове и техните 
абсолютни стойности са равни.

Горните разсъждения ни дават основание абсолютната стойност на детер-

минантата (или която и да е от останалите 23) да наречем инвариан-

та на елементарната точкова конфигурация с върхове:А1, А2, А3, A4.

3.3. Диагонална точкова конфигурация в тримерно  пространство. Те-
орема (на Лалчев) за обем на октаедър. Инварианта.

В началото на точката ще въведем понятието диагонална точкова конфи-
гурация в тримерно пространство.

Нека в тримерно пространство са дадени шест точки А1, А2, А3,В1, В2, В3,  
които образуват наредена шесторка (в посочения ред). В този случай мо-
жем да считаме, че е дадена точкова конфигурация с върхове А1, А2, А3, 
В1, В2, В3.

Нека върховете на конфигурацията А1А2А3В1В2В3 са разделени на три 
двойки (А1, B1), (A2, В2) и (A3, B3). Точките на всяка от двойките (А1, B1), (A2, 
В2) и (A3, В3) ще наричаме противоположни и всяка отсечка, определена от 
двойка противоположни върхове, ще наричаме диагонал на конфигурация-
та. (В случая отсечките А1В1, А2В2, А3В3 са диагоналите на конфигурацията  
А1А2А3В1В2В3.)

Всеки две точки, които не са противоположни, ще казваме, че са съседни, 
и отсечката, определена от двойка съседни точки, ще наричаме ръб на конфи-
гурацията. (В случая, отсечките A1А2,A1А3, А1В2, A1B3,A2А3, А2В1, A2В3,А3В1, 
А3В2, В1B2,B1В3, В2В3 (общо 12 на брой) са ръбовете на конфигурацията  
А1А2А3В1В2В3.)

Конфигурация от шест точки (в тримерното пространство) с фиксирани 
диагонали ще наричаме диагонална точкова конфигурация. (В случая кон-
фигурацията от точките А1, А2, А3, В1, В2, В3 е диагонална точкова конфигура-
ция (с диагонали А1В1, А2В2, А3В3)).

Ще предполагаме, че в тримерното пространство триъгълниците, опреде-
лени от тройките точки, във всяка от които точките са две по две съседни, 
„ограждат“ съответната диагоналната точкова конфигурация. (В случая три-
ъгълниците, които „ограждат“ диагоналната точкова конфигурация, са осем 
на брой, а именно: А1А2А3, А1А2В3, А1В2А3, А1В2В3, В1А2А3, В1А2В3,  В1В2А3, 
В1В2В3.)
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Забележка. В тримерното пространство съществува множество от точки, 
което отговаря на определението диагонална точкова конфигурация. Като 
пример за такава конфигурация може да послужи октаедър с върхове А1, А2, 
А3, В1, В2, B3 и диагонали A1B1,A2B2, А3В3, (черт. 3).

 
Чертеж 3

Теорема. Нека в пространството (3-мерно пространство) е дадена афинна 
координатна система. Нека точките А1, А2, А3, В1, B2, В3 са върхове на (диаго-
нална) точкова конфигурация с диагонали А1В1, А2В2, А3В3 и Х е произволна 
точка. Тогава за детерминантите на елементарните точкови конфигурации:

XA1A2A3, XA1A2B3, XA1B2A3, XA1B2B3,
XB1A2A3, XB1B2A3, XB1B2A3, XB1B2B4

и диагоналната конфигурация А1А2А3В1В2В3 е в сила равенството:

– – – +  + –  = –

Доказателство:

– – – +  + –  =

(

– 

) + (– ) + ( + ) + ( – ) =

= – –
 

 +
  

= ( –
 

) + (–  + ) =
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= –  =  =  – .

Коментари
Равенството в теоремата се „конструира“, като се приложи „матричен“ 

принцип за построяване на вариациите от два елемента трети клас с повторе-
ние. По-конкретно:

1) Първите редове на детерминантите от лявата страна на равенството се 
получават, като векторът  се запише последователно 4 (= 22) пъти и след 
това на същия ред се запише векторът също 4 (= 22) пъти, т.е.

.
2) Вторите редове на детерминантите от лявата страна на равенството се 

получават, като векторът се запише 2 (= 21) пъти, след това векторът 
се запише 2(= 21) пъти, след това векторът се запише още 2 пъти и 

накрая векторът се запише още 2 пъти, т.е.
.

3) Третите редове на детерминантите от лявата страна се получават, като 
векторите  и се запишат по 4 пъти, редувайки се, т.е.

4) В резултат на действията в предходните точки се достига до детерми-
нантите

.

5) Знаците пред събираемите в алгебричния сбор се определят от броя 
на буквата „В“ в съответната детерминанта. Ако буквата „В“ участва чет-
но число пъти, знакът е „+“, ако буквата „В“ участва нечетно число пъти, 
знакът е „–“.

6) Дясната страна е .

Нека А1А2A3В1В2B3 е октаедър с върхове:А1,А2, А3,В1, В2, В3, диагонали 
A1B1, A2B2, А3В3 (и ръбове A1А2,A1А3, А1В2, A1B3,A2А3, А2В1, A2В3,А3В1, А3В2, 
В1B2, A1В3, В2В3 и стени А1А2А3, А1А2В3, А1В2А3, А1В2В3, В1А2А3, В1А2В3, 
В1В2А3, В1В2В3) и Х е произволна точка ( черт. 4).
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Чертеж 4

Във връзка с доказаната теорема ще кажем следното.
1) Точката Х разделя октаедъраА1А2A3В1В2B3 на 8 тетраедъра ХА1А2А3, 

ХА1А2В3, ХА1В2А3, ХА1В2В3, ХВ1А2А3, ХВ1А2В3, ХВ1В2А3, ХВ1В2В3.
2) Алгебричният сбор от ориентираните обеми на тетраедрите ХА1А2А3, 

ХА1А2В3, ХА1В2А3, ХА1В2В3, ХВ1А2А3, ХВ1А2В3, ХВ1В2А3, ХВ1В2В3 не зависи 
от точката Х и е равен на ориентирания обем на тетраедър, определен от век-
торите A1B1, A2B2, А3В3 (по диагоналите на октаедър А1А2А3В1В2В3).

3) Тъй като алгебричният сбор от ориентираните обеми на тетраедрите 
ХА1А2А3, ХА1А2В3, ХА1В2А3, ХА1В2В3, ХВ1А2А3, ХВ1А2В3, ХВ1В2А3, ХВ1В2В3 
е равен на ориентирания обем на октаедър А1А2A3В1В2B3, то теоремата озна-
чава, че ориентираният обем на октаедър А1А2A3В1В2B3 е равен на ориентира-
ния обем на тетраедър, определен от векторите A1B1, A2B2, А3В3 (по  диагона-
лите на октаедърА1А2A3В1В2B3).

Извод. Теоремата и коментарът в предходните точки ни дават основание да 

кажем, че абсолютната стойност на  детерминантата  е инварианта на 

диагоналната точкова конфигурация A1A2А3B1B2В3 с диагонали  А1В1, А2В2, А3В3.

4. Четиримерно пространство
4.1. Детерминанта на наредена четворка вектори. Лема
Нека в 4-мерно пространство е дадена афинна координатна система.
Нека , , , са четири вектора с координати съответно:

= ( , , , ),
= ( , , , ,
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= ( , , , ),
= ( , , , ).

Да въведем следните означения:

 = ,  = , …,  = .

Детерминантите , ,.........,  ще наричаме, съответно детер-

минанти на наредените четворки вектори ( , , , , ( , , , , 
……., ( , , , .

Тъй като четири обекта могат да бъдат наредени по 4! начина, то с четвор-
ката вектори , , , можем да свържем 24 детерминанти от четвърти 
ред. Но въпросните детерминанти се получават една от друга чрез размества-
не на редове, откъдето техните абсолютни стойности са равни.

Нека отбележим и някои непосредствени следствия от въведените опреде-
ление и означения.

1) При размяна местата на два вектора детерминантата на наредената чет-
ворка променя своя „знак“. Например: 

 = – ,  = –  и т.н.

2) При замяна на един вектор с неговия противоположен детерминантата 
на наредената четворка променя своя „знак“. Например: 

=–  ,   = – ,   = – ,   = –  и т.н.

Лема (правило на триъгълника). Нека A, B и X са три точки с коорди-
нати съответно: А( , , , ), B( , , , ), Х(x1, x2, x3, x4), , ,  
са три вектора с координати съответно: ( , , , ), ( , , , ),  
( , , , ). Нека векторите , ,  са образувани съответно от 
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наредените двойки точки  (A, X), (X, B), (A, B). Тогава за детерминантите

, и ; ,   и ; , и ; , и

са в сила равенствата:

 +  = ;  +  = ;   + = ;  + = .

Доказателство:

+ =

= +  =

= =

= =  .

Останалите равенства се доказват по същия начин.
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4.2. Векторна детерминанта на елементарна точкова конфигурация. 
Инварианта

За целите на изложението да припомним понятието елементарна точкова 
конфигурация в четиримерно пространство. И така: нека А1, А2, А3, А4, А5 са 
пет точки в четиримерно пространство. Като свържем с отсечка всяка една от 
точките с останалите 4 точки, получаваме 10 отсечки: А1А2,  А1А3, А1А4, А1А5, 
А2А3, А2А4, А2А5, А3А4, А3А5, А4А5. Така получената конфигурация ще нари-
чаме елементарна точкова конфигурация в четиримерното пространство. 
Точките А1, А2, А3, А4, А5 ще наричаме върхове, а отсечките А1А2, А1А3, А1А4, 
А1А5, А2А3, А2А4, А2А5, А3А4, А3А5, А4А5  ще наричаме ръбове на конфигура-
цията.

Нека в 4-мерно пространство е дадена елементарна точкова конфигурация 
с върхове А1, А2, А3, A4, A5 и координати съответно:

А1( , , , ), А2( , , , ), А3( , , , ,
А4( , , , , А5( , , , .

Да образуваме векторите A1A2, A1A3, A1A4, A1A5. Те имат координати съ-
ответно:

A1A2 = ( , , , ),
A1A3 = ( , , , ),
A1A4 = ( , , , ),
A1A5= ( , , , ).

Съгласно въведените определения и означения детерминантата на четвор-
ката вектори (A1A2, A1A3,A1A4, А1А5) има вида:

.

Казано по друг начин:

Тъй като пет обекта могат да бъдат наредени по 5! начина, то с петорката 
точки А1, А2, А3, А4, А5  можем да свържем 120 детерминати от четвърти  ред, 
а именно:

, , ........., .
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Да отбележим, че въпросните детерминанти се получават една от друга 
чрез разместване на редове или изнасяне на знака „минус“ по редове и техни-
те абсолютни стойности са равни.

Горните разсъждения ни дават основание абсолютната стойност на детер-

минантата  (или която и да е от останалите 119) да наречем инвариан-

та на елементарната точкова  конфигурация с върховеА1, А2, А3, A4, А5.
4.3. Диагонална точкова конфигурация в четиримерно пространство. 

Теорема. Инварианта
В началото на точката ще въведем понятието диагонална точкова конфи-

гурация в четиримерно пространство.
Нека в четиримерното пространство са дадени осем точки А1, А2, А3, А4, 

В1, В2, В3, В4, които образуват наредена осморка (в посочения ред). В този 
случай можем да считаме, че е дадена точкова конфигурация с върховеА1, А2, 
А3, А4, В1, В2, В3, В4.

Нека върховете на конфигурацията (А1, А2, А3, А4, В1, В2, В3, В4) са разде-
лени на четири двойки – (първа, трета), (втора, четвърта), (трета, шеста) и 
(четвърта, осма), т.е. (А1, B1), (A2, В2), (A3, B3) и (A4, B4). Точките на всяка от 
двойките (А1, B1), (A2, В2), (A3, В3), (A4, B4) ще наричаме противоположни и 
всяка отсечка, определена от двойка противоположни върхове, ще наричаме 
диагонал на конфигурацията. (В случая отсечките А1В1, А2В2, А3В3, A4B4 са 
диагоналите на  конфигурацията А1А2А3A4В1В2В3B4.)

Всеки две точки, които не са противоположни, ще казваме, че са съседни 
и отсечка, определена от двойка съседни точки, ще наричаме ръб на конфи-
гурацията. (В случая отсечките: A1А2,A1А3,A1А4, А1В2, A1B3,A1В4,A2А3, А2А4, 
A2В1,А2В3, A2В4, А3А4, A3В1, A3В2, A3В4, A4В1, A4В2, A4В3, В1B2, B1В3, В1В4, В2В3, 
В2В4, В3В4 (общо 24 на брой) са ръбовете на конфигурацията.)

Конфигурация от осем точки (в четиримерно пространство) с фиксирани 
диагонали ще наричаме диагонална точкова конфигурация. (В случая кон-
фигурацията от точките А1, А2, А3, А4, В1, В2, В3, В4 е диагонална точкова кон-
фигурация (с диагонали А1В1, А2В2, А3В3, А4В4.)

Ще предполагаме, че в четиримерно пространство „тетраедрите“, опреде-
лени от четворките точки, във всяка от които точките са две по две съседни, 
„ограждат“ съответната диагоналната точкова конфигурация. (В случая тетра-
едрите, които „ограждат“ конфигурацията, са общо 16, а именно: А1А2А3А4, 
А1А2А3В4, А1А2В3А4, А1А2В3В4, А1В2А3А4, А1В2А3В4, А1В2В3А4, А1В2В3В4, 
В1А2А3А4, В1А2А3В4, В1А2В3А4, В1А2В3В4, В1В2А3А4, В1В2А3В4,  В1В2В3А4, 
В1В2В3В4.)
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Теорема. Нека в четиримерно пространство е дадена афинна координатна 
система. Нека точките А1, А2, А3, А4, В1, B2, В3, В4 са върхове на (диагонална) 
точкова конфигурация  с диагонали А1В1, А2В2, А3В3, А4В4 и Х е произволна 
точка. Тогава за детерминантите на елементарните точкови конфигурации:

XA1A2A3А4, XA1A2A3В4, XA1A2В3А4, XA1A2В3В4,
XA1В2A3А4, XA1В2A3В4, XА1В2В3А4, XA1В2В3В4,
XВ1A2A3А4, XВ1A2A3В4, XВ1A2В3А4, XВ1A2В3В4,
XВ1В2A3А4, XВ1В2A3В4, XВ1В2В3А4, XВ1В2В3В4

и диагоналната конфигурация А1А2А3А4В1В2В3В4 е в сила равенството:

 –  +  –  +  +  –  –

– +  –  +  –  –  + = 

Доказателство:

 –  +  –  +  +  –  –

– +  –  +  –  –  + = 

= –  –  + +  + –  =

= – – +  =
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=

  

–

  

=

=  =  .

Коментари
Равенството в теоремата се „конструира“, като се приложи „матричен“ 

принцип за построяване на вариациите от два елемента четвърти клас с пов-
торение. По-конкретно:

1) Първите редове на детерминантите от лявата страна на равенството се по-
лучават, като векторът  се запише 8 (= 23) пъти последователно и след това 
на същия ред се запише векторът  също 8 (= 23) пъти последователно, т.е.

.
2) Вторите редове на детерминантите от лявата страна на равенството се 

получават, като векторът се запише 4 (= 22) пъти последователно, след 
това векторът се запише 4(= 22) пъти последователно, след което полу-
чената редица се запише още веднъж (общо 2 пъти), т.е.

.
3) Третите редове на детерминантите от лявата страна се получават, като 

векторът  се запише 2 (= 21) пъти последователно, след това векторът 
се запише 2 (= 21) пъти последователно, след което получената редица 

се запише още 3 пъти (общо 4 пъти), т.е.
.

4) Четвъртите редове на детерминантите от лявата страна се получават, 
като векторът  се запише веднъж, след което векторът се запише 
веднъж и получената редица се запише още 7 пъти (общо 8) пъти), т.е.

.
5) В резултат на действията в предходните точки се достига до детерми-

нантите:
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.

6) Знаците пред събираемите в алгебричния сбор се определят от броя на 
буквите „В“ в съответната детермината. Ако буквата „В“ участва четно число 
пъти, знакът е „+“, ако буквата „В“ участва нечетно число пъти, знакът е „–“.

7) Дясната страна е .

Нека множество от пет точкиA1, A2, A3, А4, А5 (елементарна точкова кон-
фигурация) и определните от тях 10 отсечки – А1А2, А1А3, ....., А4А5  наречем 

симплекс в четиримерното пространство, а детерминантата  наречем 

„ориентиран обем“ на симплекса A1A2A3А4А5.Тогава теоремата придобива 
геометричен смисъл, който ще поясним по-долу.

Нека А1А2A3А4В1В2B3В4 е диагонална точкова конфигурация с върхове: 
А1,А2, А3,А4, В1,В2, В3,В4, диагонали: A1B1,A2B2, А3В3, А4В4(и ръбове:A1А2,A1А3, 
А1А4А1В2, A1B3, А1В4,A2А3, А2А4,А2В1, A2В3, А2В4, А3А4, А3В1, А3В2, А3В4, А4В1, 
А4В2, А4В3,В1B2, В1В3, В1В4, В2В3, В2В4, В3В4 и „стени“: А1А2А3А4, А1А2А3В4, 
А1А2В3А4, А1А2В3В4, А1В2А3А4, А1В2А3В4, А1В2В3А4, А1В2В3В4, B1А2А3А4, B1А-
2А3В4, B1А2В3А4, B1А2В3В4, B1В2А3А4, B1В2А3В4, B1В2В3А4, B1В2В3В4 ) и Х е 
произволна точка. Тогава:

1) Точката Х разделя конфигурациятаА1А2A3А4В1В2B3В4 на 16 симплекса 
–ХА1А2А3А4, ХА1А2А3В4, ХА1А2В3А4, ХА1А2В3В4, ХА1В2А3А4, ХА1В2А3В4 ,  
ХА1В2В3А4, ХА1В2В3В4, ХB1А2А3А4, ХB1А2А3В4, ХB1А2В3А4, ХB1А2В3В4, 
ХB1В2А3А4, ХB1В2А3В4 , ХB1В2В3А4, ХB1В2В3В4.

2) Алгебричният сбор от ориентираните обеми на симплексите от 1) не 
зависи от точката Х и е равен на ориентирания обем на симплекс, опреде-
лен от векторите A1B1, A2B2, А3В3, А4В4 (по диагоналите на конфигурацията 
А1А2A3А4В1В2B3В4).

3) Тъй като алгебричният сбор от ориентираните обеми на симплексите 
от 1) е равен на ориентирания обем на диагоналната точкова конфигурация 
А1А2A3А4В1В2B3В4, то теоремата означава, че ориентираният обем на конфи-
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гурацията А1А2A3А4В1В2B3В4 е равен на ориентирания обем на симплекс, оп-
ределен от векторите A1B1,A2B2, А3В3, A4B4 (по диагоналите на конфигураци-
ята А1А2A3А4В1В2B3В4).

Извод. Теоремата и коментарът ни дават основание да кажем, че абсолют-

ната стойност на детерминантата е инварианта на диагоналната 

точкова конфигурация A1A2А3А4B1B2В3В4 с диагонали  А1В1, А2В2, А3В3, А4В4.

5. N-мерно пространство
5.1. Детерминанта на наредена n-орка вектори. Лема
Нека в n-мерно пространство е дадена афинна координатна система.
Нека , , , …, са n  вектора с координати съответно:

= ( , , ,…., ),
= ( , , ,…., ,
= ( , , ,…, ),

…………………
= ( , , ,…, ).

Да въведем следните означения:

 = .

Детерминантата  ще наричаме съответно детерминанта на наредена-

та n-орка вектори ( , , , ..., .
Тъй като n обекта могат да бъдат наредени по n! начина, то с n-орката 

вектори , , , ..., можем да свържем n(n-1)...3.2.1 детерминанти 
от n-ти ред. Тъй като въпросните детерминанти се получават една от 
друга чрез разместване на редове, то техните абсолютни стойности са 
равни.
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Нека отбележим и някои непосредствени следствия от въведените опреде-
ление и означения.

1) При размяна местата на два вектора детерминантата на наредената чет-
ворка променя своя „знак“. Например: 

.

2) При замяна на един вектор с неговия противоположен детерминантата 
на наредената четворка променя своя „знак“. Например: 

 = – .

Лема (правило на триъгълника). Нека A, B и X са три точки с координати 
съответно: А( , , ,… ), B( , , , ), Х(x1, x2, x3,…xn) и , , …

 са n–1 вектора с координати съответно:( , , ,… ), ( , ,
,… ), ( , , ,… )…, ( , , ,…, ). Нека век-

торите , ,  са образувани съответно от наредените двойки точки  (A, 
X), (X, B), (A, B). Тогава за детерминантите:

, и ; ,  и ; …..: ,  и 

са в сила равенствата:

 +   = ;  +  = ; …..:  +  = .
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Доказателство:

 + = 

= +  =

= =

= = .

Останалите равенства се доказват по същия начин.
5.2. Векторна детерминанта на елементарна точкова конфигурация. 

Инварианта
За целите на изложението да припомним понятието елементарна точко-

ва конфигурация в n-мерно пространство. И така: Нека А1, А2, А3,… Аn, Аn+1 
са n + 1 точки в n-мерно пространство. Като свържем с отсечка всяка една  

от точките с останалите n точки, получаваме  отсечки: А1А2, 
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А1А3,… А1Аn, А1Аn+1, А2А3,… А2Аn, А2Аn+1,……, АnАn+1. Така получената кон-
фигурация ще наричаме елементарна точкова конфигурация в n-мерно 
пространство. Точките А1, А2, А3,… Аn, Аn+1 ще наричаме върхове, а отсечки-
те А1А2,  А1А3,…, А1Аn, А1Аn+1, А2А3,…, А2Аn, А2Аn+1,……, АnАn+1  ще наричаме 
ръбове на конфигурацията.

Нека в n-мерно пространството е дадена елементарна точкова конфигура-
ция А1А2А3...АnАn+1 с върхове А1, А2, А3, …An, An+1 и координати съответно:
А1( , , ,… ),  А2( , , ,… ),  А3( , , ,… ,…

…Аn( , , ,… ,  Аn+1( , , ,… .
Да образуваме векторите A1A2, A1A3,…,A1An, A1An+1. Те имат координати 

съответно:
A1A2 = ( , , ,… ),
A1A3 = ( , , ,… ),

………………..
A1An= ( , , ,… ),

A1An+1= ( , , ,… ).
Съгласно въведените определения и означения  детерминантата на n-орка-

та вектори (A1A2, A1A3, ...A1An, А1Аn+1) има вида:

.

Или:

Тъй като n+1 обекта могат да бъдат наредени по (n +1)! начина, то с  
n+1-орката точки А1, А2, А3, ... Аn, Аn+1  можем да свържем (n + 1)n(n– 1)…..3.2.1 
детерминанти от n-ти ред, а именно:

, , ........., .
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Да отбележим, че въпросните детерминанти се получават една от друга 
чрез разместване на редове или изнасяне на знака „минус“ по редове и техни-
те абсолютни стойности са равни.

Горните разсъждения ни дават основание абсолютната стойност на детер-

минантата  (или която и да е от останалите (n + 1)! –1) да наречем 

инварианта на елементарната точкова  конфигурация с върховеА1, А2, А3,…
An, Аn+1.

5.3. Диагонална точкова конфигурация в n-мерно пространство. Хи-
потеза. Инварианта

В началото на точката ще въведем понятието диагонална точкова конфи-
гурация в n-мерно пространство.

Нека в n-мерно пространство са дадени 2n точки А1, А2, А3, …, An-1, Аn, В1, 
В2, В3,…, Bn-1, Вn, които образуват наредена 2n-орка (в посочения ред). В този 
случай можем да считаме, че е дадена точкова конфигурация с върхове А1, А2, 
А3, ..., An-1, Аn, В1, В2, В3,…, Bn-1, Вn.

Нека върховете на конфигурацията (А1, А2, А3,…, An-1, Аn, В1, В2, В3,…, Bn-1, 
Вn) са разделени на n двойки (А1, B1), (A2, В2), (A3, B3), …., (An-1, Bn-1), (An, Bn). 
Точките на всяка от двойките (А1, B1), (A2, В2), (A3, В3),…, (An-1, Bn-1),(An, Bn) 
ще наричаме противоположни и всяка отсечка, определена от двойка проти-
воположни върхове, ще наричаме диагонал на конфигурацията. (В случая от-
сечките А1В1, А2В2, А3В3,…, An-1Bn-1, AnBn са диагоналите на  конфигурацията 
А1А2А3...An-1AnВ1В2В3…Bn-1Bn.)

Всеки две точки, които не са противоположни, ще казваме, че са съседни, и от-
сечка, определена от двойка съседни точки, ще наричаме ръб на конфигурацията.

(В случая (A1,А2), (A1,А3), …, (A1,Аn), (А1,В2), (A1,B3),…, (A1,Вn), (A2,А3), 
…, (А2,Аn), (A2,В1), (А2,В3),…, (A2,Вn), (А3,А4),…, (А3,Аn), (A3,В1), (A3,В2), 
(A3,В4),…, (A3,Вn),…(An,В1), (An,В2),…, (An,Вn-1), (В1,B2), (B1,В3),…, (В1,Вn), 
(В2,В3),…, (В2,Вn), (В3,В4),…, (В3,Вn), …. , (Вn-1,Вn) са двойките съседни точки 

и съответните отсечки (общо – n = 2n(n– 1)) са ръбовете 

на конфигурацията.
Конфигурация от 2n точки (в n-мерно пространство) с фиксирани диаго-

нали ще наричаме диагонална точкова конфигурация. (В случая конфигу-
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рацията от точките А1, А2,А3, … , Аn, В1, В2, В3,… , Вn е диагонална точкова 
конфигурация (с диагонали А1В1, А2В2, А3В3,…, АnВn.)

Ще предполагаме, че в n-мерното пространство „симплексите“, опреде-
лени от n-орките точки, във всяка от които точките са две по две съседни, 
„ограждат“ съответната диагоналната точкова конфигурация. (В случая „сим-
плексите“, които „ограждат“ конфигурацията, са общо , а именно А1А2А3…
An-1 Аn, А1А2А3…An-1Вn, А1А2A3…Вn-1Аn, А1А2A3…Вn-1Вn, …., А1A2B3…Аn-1An, 
…, А1A2B3…Bn-1An, А1A2B3…Bn-1Bn, А1В2А3…An-1An, А1В2A3…An-1Bn, А1В2A3…
Bn-1Вn, …, A1B2B3…Bn-1Bn, В1А2А3…An-1An, В1А2A3…An-1 Bn, В1А2A3…Bn-1Вn, 
…., В1A2B3…Bn-1Bn,В1В2B3…Bn-1Вn.)

Хипотеза. Нека в n-мерно пространство е дадена афинна координатна сис-
тема. Нека точките А1, А2, А3, …,An-1, Аn, В1, B2, В3,…, Вn-1, Bn са върхове на 
(диагонална) точкова конфигурация с диагонали А1В1, А2В2, А3В3,...., An-1Bn-1, 
АnВn и Х е произволна точка. Тогава за детерминантите на елементарните точ
кови конфигурации:

(X, A1, A2, A3,…,An-1, Аn), (X, A1, A2, A3,…, An-1, Вn), (X, A1, A2, A3,…, Вn-1, Аn),
(X, A1, A2, A3,…,Bn-1 Вn),…………….., (X, A1, B2, B3,…,Bn-1 An),(X, A1, B2, B3,…,Bn-1 Вn),

(X, B1, A2, A3,…,An-1, Аn), (X, B1, A2, A3,…, An-1, Вn),  (X, B1, A2, A3,…, Вn-1, Аn),  
(X, B1, A2, A3,…,Bn-1 Вn),……………, (X, B1, B2, B3,…,Bn-1 An),(X, B1, B2, B3,…,Bn-1 Вn)

и диагоналната конфигурация А1А2А3...Аn-1AnВ1В2В3...Bn-1Вn, е в сила равен-
ството:

–  +  + …(-1)n-2 + (-1)n-1  +

– + – + …(-1)n-1  + (-1)n  =
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=(-1)n .

Коментар. Равенството в теоремата се „конструира“, като се приложи 
„матричен“ принцип за построяване на вариациите от два елемента от n клас 
с повторение.

6. Вместо заключение
Както е известно, множеството от n + 1 точки A1, A2, A3,…, Аn, Аn+1 (еле-

ментарна точкова конфигурация) и определените от тях   от-
сечки А1А2, А1А3, ....., АnАn+1 наричаме симплекс в n-мерното пространство. 

Нека детерминантата наречем „ориентиран обем“ на симплекса 

A1A2A3…АnАn+1.
Тогава хипотезата може има следния геометричен смисъл.
Ако А1А2A3…АnВ1В2B3…Вn е диагонална точкова конфигурация с върхове: 

А1,А2, А3,…, Аn, В1, В2, В3,…, Вn  и  диагонали  A1B1, A2B2, А3В3,…, АnВn, то ал-
гебричният сбор от ориентираните обеми на симплексите: ХА1А2А3…Аn-1An, 
ХА1А2А3…An-1В4, ……, ХB1B2В3…An, ХB1B2В3…Вn не зависи от точката Х и е 
равен на ориентирания обем на симплекс, определен от векторите A1B1,A2B2, 
А3В3, …, АnВn  (по диагоналите на конфигурацията  А1А2A3…АnВ1В2B3…Вn).

Извод. Хипотезата ни дава основание да кажем, че абсолютната стойност 

на детерминантата  е инварианта на диагоналната точкова 

конфигурация А1А2A3…АnВ1В2B3…Вn  с диагонали  А1В1, А2В2, А3В3,…, АnВn.
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DIAGONAL CONFIGURATIONS OF POINTS.  
TRIANGLE RULE. INVARIANTS

Abstract. Some new concepts such as diagonal configuration of points and 
its invariants are introduced in the present work. It is shown that the quadrilateral 
and the octahedron are concretization of a diagonal configuration of points and 
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that the invariants of these configurations are analogues of the concepts of area of 
a quadrilateral and volume of an octahedron. The idea of invariants of diagonal 
configurations of points is consistently developed (an integrated approach is used) 
for 2-dimentional, 3-dimentional, 4-dimentional, n-dimentional (n> 4) space. 
Compact symbols are introduced in order to facilitate the general conclusions and 
to simplify the demonstrations, also the „triangle rule“ is deduced and consistently 
applied.
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