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РЕШЕНИЯ НА КОНКУРСНИ ЗАДАЧИ  
БРОЙ 6, 2021 Г.

Задача 1. Дадени са  различни естествени числа, всяко от които има прос-
ти делители, не по-големи от . Докажете, че произведението на някои три от 
тези числа е точен куб.

Решение: числата са представим във вида .
Нека разгледаме квадрат 

0,0 0,1 0,2
1,0 1,1 1,2
2,0 2,1 2,2

като поставяме числото в клетка .
Ако е изпълнено едно от следните: 
1. съществуват три числа на един ред или по един стълб или по един диа-

гонал;
2. съществуват три числа в една клетка;
3. число в клетка-връх на квадрата и числа в средите на страните, несъдър-

жащи този връх, например.

0,0 0,1 0,2
1,0 1,1 1,2
2,0 2,1 2,2

то произведението на трите числа е точен куб.
Затова нека считаме, че няма клетка с повече от две числа и не всички 

клетки съдържат по число.
Нека  клетки имат по две числа и – по едно. Тогава  

е нечетно. Решенията на това уравнение са и , като 
заетите клетки при всяко от тях са съответно  и .

Ще покажем, че няма как да имаме  заети клетки и да не са изпълнени  
1 и 3.

Допускаме противното: имаме  заети клетки и 1 и 3 не са изпълнени.
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Разглеждаме няколко случая в зависимост колко клетки в средите на стра-
ните са заети.

 

Случай 1: 4 клетки 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

Ако поставим 5-ото число във връх, ще е изпълнено 3. 
Ако го поставим в 1,1, ще е изпълнено 1. 

Случай 2: 3 клетки 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

За да не е изпълнено 3: 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

За да не е изпълнено 1: 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

Остават две клетки и две числа, следователно първи ред е запълнен, 
т.е. 1 е изпълнено. 

Случай 3: 2 клетки 
а) 

0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

За да не е изпълнено 3: 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

Ако клетка 0,0 не е запълнена, то останалите три числа са по диагонала 
– противоречие с 1. 
Ако клетка 0,0 е запълнена, то тъй като останалите две числа не могат 
да са едновременно в 1,1, някоя от тях е в 2,0 или в 0,2, т.е. следва 
запълнен стълб или ред – противоречие с 1. 

б) 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

За да не е изпълнено 1: 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

Остават 3 числа и два стълба, на които можем да ги сложим, 
следователно има стълб, съдържащ две от тях – противоречие с 1. 

Случай 4: 1 клетка 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

По стълб 1 можем да сложим най-много едно число, следователно 
останалите 3 клетки са заети. 

0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

Където и да сложим останалото число, ще образуваме диагонал – 
противоречие с 1. 

Случай 5: 0 клетки 
0,0 0,1 0,2 
1,0 1,1 1,2 
2,0 2,1 2,2 

 

Остават 5 клетки и 5 числа. Те ще покриват диагоналите – противоречие 
с 1. 

 

Задача 2. Намерете всички двойки естествени числа и , за които и са цели числа. 

Решение: очевидно, ако е решение, то и  е решение. Затова нека . 

Ако  и дробите не са дефинирани. 

Следователно  

. 

Комбинирайки с по-горе, получаваме . 

Задача 2. Намерете всички двойки естествени числа  и , за които  и 

 са цели числа.
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Решение: очевидно, ако е решение, то и  е решение. Затова нека 
.

Ако  и дробите не са дефинирани.
Следователно  

.
Комбинирайки с по-горе, получаваме .
Случай 1: . Тогава дробите са 

. Следователно решения са 

и .
Случай 2:  .Тогава , а . 
Тъй като , знаменателят е отрицателен само при , при кое-

то . Замествайки в дробите, установяваме, че  е решение.
При : 

.  

Проверяваме, че само при . Тогава  и 

 е решение.
Като вземем предвид симетричните решения, получаваме всички реше-

ния: .

Задача 3. Докажете, че за произволни положителни реални числа и  е 
изпълнено неравенството

Решение: имаме 
(*) , 

като приложихме неравенството на Коши-Буняковски-Шварц.
От СА-СК .
Тогава 



115

Решения на конкурсни задачи...

Известно е неравенството .
Тогава 
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